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[摘要 ]　在文 [ 1 ]中给出定理 ,设 G是一个 n -阶 2 -连通图且δ( G) ≥ t,若对于 G的任意两个不相邻的点 u

和 v,均有 | N ( u) ∪N ( v) |≥ n - t成立 ,则 G是一个泛圈图或 G µ K n
2 ,

n
2

.本文的目的在于将此定理的条件减弱 ,

只对图中距离为 2的点进行讨论 ,得出了泛圈图的一个充分条件.文中主要用数学归纳法对定理进行证明 ,先在

引理中给出了几种特殊情况的证明 ,接着在定理的证明中讨论了一般情形.
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Abstract: In [ 1 ] , the author gave the theorem that let G be a 22connected graph with |V ( G) | = n and

δ(G) ≥t, if |N ( u) ∪N ( v) |≥n - t for any nonadjacent vertices in G, then G is pancyclic or Gµ K n
2 ,

n
2
.

The aim of this paper is to relax the hypothesis to just consider the vertices with distance 2 and we obtain

a sufficient condition for pancyclic graph. W e p rove the theorem mainly by induction. Firstly we give the

p roof for some special cases, and then we p rove the theorem particularly.
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0　引言

本文所讨论的图均为简单图.符号 V, E,δ分别表示图 G的顶点集 ,边集和最小度.对于 G中的任意一

点 v, d ( v)表示点 v的度数.设 H是图 G的一个子图且 v∈V (G) ,记 NH ( v) = { u∈V (H) | uv∈ E (G) }

且 dH ( v) = | NH ( v) |.特别地 ,当 H = G时 ,简记 NH ( v)和 dH ( v)为 N ( v)和 d ( v) .用 Cm表示一个长为 m

的圈 ,并称 Cm为 m -圈.设 C = x1 x2⋯xm为一个长为 m的圈.定义 N
+
C ( v) = { xi+1 ∈V (C) | xi v∈E (G) } ,

N
-
C ( v) = { xi - 1 ∈V (C) | xi v∈ E (G) }这里下标按模 m计算.图 G的任意两点 u和 v之间的距离记为

d ( u, v) .

设 G是一个 n阶图 ,若对每一个 k (3≤ k≤ n) , G都含有长为 k的圈 ,则称 G为泛圈图.文献 [ 2 ] - [ 11 ]

中给出了若干有关圈及泛圈图定理 ,其中文 [ 8 ]证明了若 G是 n阶 22连通图 , G是 [ k1. 2 , P5 , P
+
5 ]2free,则

G是泛圈图或圈.其中文 [ 5 ]和文 [ 6 ]分别证明了 t = 3, t = 4时 , 若 G是一个 n阶 2 -连通图且δ(G) ≥

t,对于 G的任意两个距离为 2的点 u和 v, | N ( u) ∪N ( v) |≥ n - t,则 G是一个泛圈图或 G µ Kn
2 ,

n
2
.徐军

在 [ 1 ]中给出定理 ,设 G是一个 n -阶 2 -连通图且δ(G) ≥ t,若对于 G的任意两个不相邻的点 u和 v均
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有 | N ( u) ∪N ( v) |≥ n - t成立 ,则 G是一个泛圈图或 G µ Kn
2 ,

n
2
并提出了以下问题 :设 G是一个 n阶 2

- 连通图且δ(G) ≥ t,对于 G的任意两个距离为 2的点 u和 v,若 | N ( u) ∪N ( v) |≥ n - t,则 G是一个泛

圈图或 G µ Kn
2 ,

n
2
.在本文中 ,我们将证明以下主要定理 :

定理 1　对任意的 t (显然 t≥ 2)和 G的任意两个距离为 2的点 u和 v,若 | N ( u) ∪N ( v) |≥ n - t,

则 G是一个泛圈图或 G是以下情况之一 : (1) G是一个 5 -圈 , (2) G µ Kn
2 ,

n
2

,本文中用到的其它未作说明

的术语和记号可在文献 [ 7 ]中找到.

1　引理和定理的证明

为了证明及叙述的简便 ,下面设 G是一个 n阶 2 -连通图 ,δ(G) ≥ t,且对于 G的任意两个不相邻的点

u和 v有 | N ( u) ∪N ( v) |≥ n - t成立 , G与 Kn
2 ,

n
2
不同构.

引理 1　设 d ( u, v) = 2且 S Α V (G) \ { u, v} ,若 | S |≥ t - 1,则 N ( u) ∪N ( v) ∩ S ≠ Á .

证明 　若 N ( u) ∪N ( v) ∩ S = Á 则 N ( u) ∪N ( v) Α V (G) \ S ∪ { u, v} 有

| N ( u) ∪N ( v) |≤ n - | S ∪ { u, v} |≤ n - ( t - 1 + 2) = n - t - 1 < n - t与题设矛盾 ,结论成立.

引理 2　G含有 32圈 , 42圈或 G是 52圈.

证明 　如果 Π x ∈V (G)有 d ( x) =δ(G) = t,当 t = 2

| V | = 4时 , G µ K2, 2 ,矛盾.

| V | = 5时 , | N ( u) ∪N ( v) | = 3,且 n -δ = 3,满足题目条件 ,此时 G是一个 5 - 圈.

| V |≥ 6时 , 　 | N ( u) ∪N ( v) | = 3,而 n -δ≥ 4与条件矛盾.

当 t≥ 3时 ,则设 Ck = x1 x2⋯xk为 G中的一个长度最小的奇圈. (若 G只含偶圈 ,则为二部图 ,设 G =

Gp, q ,有 pt = qt = | E | ,即 p = q矛盾. ) 假设 G不含三圈 ,则 k为 ≥ 5的奇数 ,若在 G \Ck中存在一点与 Ck

上的至少三个点相邻 ,设三个点按顺时针方向依次为 vi , vj , vk ,由图中无三圈 ,则三点不相邻.若 j - i, k - j

为偶数 ,则有更短奇圈 ,矛盾.否则不妨设 j - i为奇数且 ≥ 3, k - j为偶数.若 k - j > 2可得矛盾.若 k - j

= 2,则原来的圈至少长为 j - i + 4而我们可以找到 j - i + 2的圈.因此 Ck中无弦且 G \Ck中的任一顶点至

多和 Ck上的两点相邻 ,否则就与 Ck是 G中长度最小的奇圈矛盾.故有

∑
k

i =1

( d ( xi ) - 2) = ∑
k

i =1
d ( xi ) - 2k ≤ 2n - 2k,由 d ( xi ) = t, i = 1, 2⋯k,从而 n ≥ tk

2
(1)

设 N ( x1 ) \V (Ck ) = { v1 , v2⋯vt - 2 } ,由 Ck的最小性知 v1 , v2⋯vt - 2 | N ( xk )且 { v1 , v2⋯vt - 2 }为独立集 ,于

是有 d ( v1 , xk ) = d ( v2 , xk ) = ⋯ = d ( vt - 2 , xk ) = 2.令 S = { v2 , v3⋯vt - 2 , x2 , x3 } ,则 | S | = t - 1,由引理 1

N ( xk ) ∪N ( v1 ) ∩S≠<,又 N ( xk ) ∩S = <,所有 N ( v1 ) ∩S≠<,从而 v1 x3 ∈E (G) ,同理 vi x3 ∈E (G) ,

i = 2, 3, ⋯t - 2.因为 d ( x3 ) = t,有 N ( x1 ) ∪N ( x3 ) ∩ V (G) \ V (Ck ) ∪ { v1 , v2 , ⋯vt - 2 } = <,而

d ( x1 , x3 ) = 2,由引理 1 | V (G) \ V (Ck ) ∪ { v1 , v2 , ⋯, vt - 2 } |≤ t - 2.于是有

n = | V (G) | = | (V (G) \V (Ck ) ) ∪V (Ck ) |≤ 2 ( t - 2) + k (2)

由 (1) (2) ,
tk
2
≤ n ≤ 2 ( t - 2) + k,从而 t≤ 2,矛盾.由此 , C3 < G.

如果 ϖ x ∈V (G)使 d ( x) ≥ t + 1,设 N ( x) = { x1 , x2 , ⋯, xk } ,其中 k = | N ( x) |≥ t + 1.若 G不含 3

- 圈 ,则对 Π xi , xi ∈N ( x) , i≠ j,有 d ( xi , xj ) = 2.但 | N ( xi ) ∪N ( xj ) |≤| V (G) - { x1 , x2 , ⋯, xk } |≤ n

- ( t + 1) < n - t,与条件矛盾.此时 C3 < G.

下面证明 C4 < G.

设 C3 = x1 x2 x3 x1是 G中的一个 3 -圈 ,假设 G是不存在 4 -圈.令 T = V (G) \V (C3 ) ,则有 N T ( xi ) ∩

N T ( xj ) = <, 1≤ i≠ j≤ 3.否则存在 C4.此外 ,对 Π yi ∈N T ( xi ) , i = 1, 2, 3.有 { y1 , y2 , y3 }为独立集 ,否则

同样存在 C4.不失一般性考虑 y1 ∈N T ( x1 )和 x2 ,由 d ( y1 , x2 ) = 2,而 N ( y1 ) ∪N ( x2 ) ∩N T ( x3 ) = <,由

δ(G) ≥ t及引理 1知 | N T ( x3 ) |≤ t - 2,类似 , | N T ( xi ) |≤ t - 2, i = 1, 2.若 | N T ( xi ) | < t - 2, i = 1,
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2, 3,则 | N ( xi ) | < t≤δ(G) , i = 1, 2, 3,矛盾.即 | N T ( xi ) | = t - 2.

存在 z2 ∈N ( y2 ) \ { x2 } ,使得 z2 x2 | E (G) (这样的点一定存在 ,否则由 dT ( x2 ) = t - 2,则 d ( y2 ) = t -

3 + 1 < t,矛盾. )同时 y1 z | E (G) ,否则 d ( y1 , y2 ) = 2, | { x3 } ∪N T ( x3 ) | = t - 1,但 N ( y1 ) ∪N ( y2 ) ∩

{ x3 } ∪N T ( x3 ) = <,与引理 1矛盾.同理存在 z3 ∈N ( y3 ) \ { x3 } ,使得 z3 xi | E (G) , z3 y1 | E (G) .因此

由 t≥ 2,有

| N ( y1 ) ∪N ( x2 ) |≤ n - | (N ( x1 ) \{ x2 , x3 } ) ∪ (N ( x3 ) \ { x1 , x2 } ) ∪ { x2 , z2 , z3 } |≤ n - ( t - 2 + t -

2 + 3) = n - ( t + t - 1) < n - t.

与定理条件矛盾.

因此有 C4 < G.

引理 3　设 u是 G \Cm的一点 ,且 | NCm
( u) |≥ 2, Π x∈N

+
Cm

( u)或 x∈N
-
Cm

( u) , x和 N ( u) \V (Cm )中

的点都不相邻 ,则 G有 (m + 1) - 圈.

证明 　必有下面三种情况之一成立

(1) 存在 xi , xi+1 ∈NCm
( u) .

(2) 存在 xi , xj ∈NCm
( u)使 xi+1 , xj+1 ∈ E (G).

(3) 存在 xi , xj ∈NCm
( u) , ( i < j)且 { xi+1 , xi+2 , ⋯xj- 1 } ∩NCm

( u) = <,则存在 xk ∈ { xj+2 , xj+3 , ⋯xi } ,

使 xk和 xj+1相邻 ,且 xk - 1和 xi+1 , u之一相邻.

由 (1)～(3)之一 ,可以构造出 (m + 1) - 圈.令 xi , xj ∈NCm
( u) .

若 (1)～(3)均不成立 ,则当 d ( xi+1 , xj+1 ) = 2时 , | N ( xi+1 ) ∪N ( xj+1 ) |≤ n - | N
+
Cm

( u) | - | { u} | -

| N ( u) \V (Cm ) | < n -δ,矛盾.

当 d ( xi+1 , xj+1 ) ≥3时 , Π v∈N ( xj+1 ) \ { xj } , v = xk ∈ { xj+2 , xj+3 , ⋯, xi }时 , xk - 1和 xi+1 , u均不相邻. v =

xk ∈ { xi+1 , xi+2 , ⋯, xj- 1 } 时 , xk 和 xi+1 , u均不相邻. 由 d ( xi+1 , u) = 2, 而 | N ( xi+1 ) ∪ N ( u) |≤ n -

| N ( xj+1 ) \ { xj } | - | { xi+1 , u} | < n -δ,矛盾.

定理 1的证明 　由引理 2假设 G与 Kn
2 ,

n
2
不同构且 G不是 5 - 圈 ,则只要证明 G是一个泛圈图.令 T

= G \Cm .

情况 1　若存在 u ∈ T及 xk ∈N
+
Cm

( u)或 xk ∈N
-
Cm

( u)满足 N ( xk ) ∩ (N ( u) \V (Cm ) ) ≠ <,利用数

学归纳法 ,由引理 2知 G含有 32圈 , 42圈.设 G含有 m 2圈 , m + 12圈 ,令 u1 ∈N ( xk ) ∩ (N ( u) \V (Cm ) ) ,

那么 x1 x2⋯xk - 1 uu1 xk⋯xm x1或 x1 x2⋯xk u1 uxk +1⋯xm x1为一长为 m + 2的圈.

情况 2　若对任意的 u∈ T, N
+
Cm

( u)或 N
-
Cm

( u)中 的任意一点和 N ( u) \V (Cm )中的点都不相邻.我们

已有 G含有 32圈.设 G含有 m - 圈 ,下面证明 G含有 (m + 1) - 圈.

情形 211　存在 u ∈ T使 | NCm
( u) |≥ 2,由引理 3知 G含有 (m + 1) 2圈.

情形 212　对任意 u ∈ T, max{ | NCm
( u) | } = 1,则 | T |≥δ(G) ≥ t.

情形 21211　存在 x, y∈ T, d ( x, y) = 2,由 max{ | NCm
( u) | } = 1,及定理的条件可得 n - t≤| N ( x)

∪N ( y) |≤ n - m成立 ,即 m ≤ t,这样对圈 Cm上的每一个点 xi , 1≤ i≤m ,都存在 yi ∈ T,使 xi yi ∈E (G) ,

且当 i≠ j时 , yi ≠ yj , xi yj | E (G)否则与 max{ | NCm
( u) | } = 1矛盾.若在 Cm上存在点 xi , 1≤ i≤m ,使

得 xi xi+2 | E (G) ,有 d ( xi , xi+2 ) = 2.注意到 | N T ( yi ) |≥δ(G) - 1≥ t - 1.由引理 1: N ( xi ) ∪N ( xi+2 ) ∩

N T ( yi ) ≠ <,即 xi或 xi+2与 yi在 T中有一个公共邻点 ,设为 w1 ,如果 w1与 xi+2相邻 ,则 G存在 (m + 1) 2圈.

如果 w1与 xi相邻 ,则如上讨论有 N ( xi ) ∪N ( xi+2 ) ∩N T (w1 ) = <,即 xi或 xi+2与 w1在 T中有一公共邻

点 ,设为 w2.若 w2与 xi+2相邻 ,则结论成立.反之则可以找到 w3 ,如此一直下去 ,若所有的 w i都不与 xi+2相

邻 ,则 xi是 G的割点 ,矛盾.若对 Cm 上的每一个点 xi , (1 ≤ i≤m ) 都有 xi xi+2 ∈ E (G) .不妨设 x1 x3 ∈

E (G) ,当 y1 y3 ∈ E (G)时 ,结论成立.当 y1 y3 | E (G)时 ,由于 | N T ( y3 ) |≥ t - 1,且 y1 , x2 | N T ( y3 ) , y1 x2

| E (G) ,从而 d ( y1 , x2 ) = 2,由引理 1, | N ( y1 ) ∪N ( x2 ) ∩N T ( y3 ) |≠ <,令 u∈ N ( y1 ) ∪N ( x2 ) ∩

N T ( y3 ) ,则 x1 x2 uy3 x3 x5 x6⋯xm - 1 xm或 x1 y1 uy3 x3 x5 x6⋯xm - 1 xm为 G中的 (m + 1) 2圈.
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情形 212. 2　若 Π x, y∈ T,均有 xy∈ E (G) ,这时 G ( T)是 G的完全子图.若 m <
n
2

,则 G含有 (m +

1) - 圈.

下设 m ≥ n
2

,由 G的 2连通性 ,不失一般性 ,设 Cm上有点 xi , xj ( i > j) ,在 T中分别有邻点 yi , yj ( yi ≠

yj )并且使 | i - j | (modm )最小.由于 | T |≥δ(G) ≥ t,所以当 1 < | i - j | (modm ) ≤ t时 ,由 G ( T)是

G的完全子图 ,可得 G中的 (m + 1) 2圈.当 | i - j | (modm ) > t时 ,由 | i - j | (modm ) 的最小性以及

max{ | NCm
( u) | } = 1, N ( xi+2 ) ∪N ( xj+2 ) ∩ T = <,因此 xi+2 xj+2 ∈ E (G) ,则取 x∈ T, x≠ yi , yj ,可得 G

中的 (m + 1) 2圈.当 | i - j | (modm ) = 1时 ,不妨设 i = 2, j = 1.若 N ( x3 ) ∪N ( x5 ) ∩ T = <,由引理

1知 x3 x5 ∈ E (G) , G存在 (m + 1) -圈.若 N ( x3 ) ∪N ( x5 ) ∩ T≠ <,则 | T |≥ t≥3, G ( T)是 G的完全

子图 ,可得 G中的 (m + 1) 2圈.

类似可得 , G有 (m + 2) 2圈.

综上 ,定理成立.

因为在 Kn
2 ,

n
2
中 ,对图中距离为 2的点 u, v, | N ( u) ∪N ( v) | = n -δ,可得如下推论.

推论 6　设 G是一个 n阶 2 - 连通图且δ(G) ≥ t,若对于 G的任意两个距离为 2的点 u和 v,均有

| N ( u) ∪N ( v) | ≥ n - t + 1,则 G是一个泛圈图.
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