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Paul Erdős 和 Daniel Kleitman 在半个世纪前的推广问题

赵克文

海南热带海洋学院数学与信息科学研究所， 572022，海南三亚

摘要：Wolf 奖得主 Paul Erdős 等在 1970年提出对二划分结果的三划分推广问题。

其后，黄国泰 1987 年在我国《数学年刊》发表长约 5 页证明才得到的推广结果，

如此本文作者赵克文于 2001 年在《数学年刊》发表对黄国泰的这结果的简单证

明并仅基于 3个要素：仅需约 5行字、引用二划分结果、不引用其它结果的直接

证明，这表明黄国泰的这推广和二划分结果实质上是一样并不是推广，而这 3个

要素是立即意识这实质的否则可能再过半个世纪甚至更久都难清楚实质，这简单

证明也得到吴文俊教授和严加安教授审阅推荐发表。但是到底有没有三划分推广，

由于 Paul Erdős 等在其后的 2006 年出版的论文中仍提出三划分推广问题，如此，

现在本文不得不思考这更深入问题，从而彻底结束 Paul Erdős 等的这三划分推广

问题。

关键词：有限子集系；Erdős-Kleitman 问题；三划分推广；k-划分推广；

Katona-Kleitman 定理的推广。

MSC (2020) 主题分类 05C15, 05C50
中图分类号 O157.5

Daniel Kleitman和Gyula O. H. Katona分别在1965年和1966年的论文中得到推

进Sperner系的二划分（即S=S1S2，S1S2）结果如下（见参考文献[1][2]）：

定理1：设S是n元集合，S1, S2为S的一个二分划（即S=S1S2，S1S2），F是S
的子集系，使得没有A,BF，满足下列条件之一：

（1） AS1=BS1，且A S2B S2

（2） AS1BS1，且A S2=B S2

则|F| Cn
[n/2]。（注：Cn

[n/2]是n元集的[n/2]元子集的个数；另，因A和B以及Si

都不考虑顺序，那其实只要考虑(1)、(2)之一就行了）。

其后，Wolf奖得主Paul Erdős和Daniel Kleitman的1970年及其后的极值集合论

综述论文（见文[3][4][5]）都在上面二划分结果的基础上提出进一步的三划分

问题（即这篇综述说“Sperner’s conclusion can be obtained, when the restriction of 
non-containment is relaxed considerably. Suppose, for example, that S is the union of 
two disjoint sets T1 and T2 ,

S = T1 ∪ T2, T1 ∩ T2 =,
and suppose that F is restricted such that if A⊃ B for A,B ∈ F, thenA−B T1 andA−B 
 T2. Then |F| ≤Cn

[n/2].
that is, Sperner’s bound still applies with these weakened requirements on F. An 
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interesting unsolved problem is the analogue of this for S = T1∪T2∪T3 all T’s 
disjoint; under these circumstances the analogous restriction of F is not sufficient to 
get the same bound on |F|. One can ask: What is the best bound? Also: What are the 
weakest additional restrictions necessary to impose upon F to get back to the Sperner 
bound in this case?”）。 

这推广问题是Paul Erdős等的这篇对6个领域的综述的全部未解决问题中“唯

一”加装饰词而且是“interesting”的问题。重视也因科学界以前都以拥有Erdős
数1甚至Erdős数2也为荣，并曾视Erdős为史上十大天才之一。就如黄国泰在1987

年的《数学年刊》说许多论文（见文[9,10,11]等）对Paul Erdős等的这三划分推

广问题感兴趣，但一直未能解决，如此他用长约5页解决下面k-分划推广（见文

[6][7]）。但上面Erdős等已说三划分的“analogous restriction”不能使|F| Cn
[n/2]，

以及上面Gyula O. H. Katona的论文中也举例说明“It is easy to see, that Theorem 1 
does not remain true if we divide the set into three or more parts”，可见黄国泰的下

面定理2的符号“”和上面“”是不同的。然而，多年来我投这论文给我国顶

级中文杂志，审稿专家们都说“”和“”并无区别等等。可若这两个符号相

同，则这就和上面Paul Erdős和Daniel Kleitman的论文以及Gyula O. H. Katona的论

文中说不存在这类型三划分推广矛盾。所以，“”中至多只有一个是“”而其

余都唯有是“=”了：

定理2（黄国泰[6]；赵克文[8]）：设S是n元集合，S1, S2, …,Sk为S的一个k-分划

（即SiSj，ij，l=1
kSl=S），F*是S的子集系，使得没有A,BF*，满足：存

在某个Si有ASi=BSi，而对所有Sj(ji)有ASjBSj，则|F*| Cn
[n/2]。

因黄国泰先生的上面定理2的证明约5页。本文作者赵克文2001年在《数学年

刊》仅用约5行字从定理1直接证明这定理2（见文[8]），这就令人立即意识到是

否定理2和定理1本质上是一样的，也就是定理2不是推广，而实质上就是如此：

因上面已说“”中至多只有一个是“”而其余都唯有是“=”，如此在这k-分
划中把其中任意k-1个Sj合为一个子集与另一Si组成的二划分，显然k-分划和这二

划分条件是互推的，也就是有k-分划的条件当且仅当有二划分的条件，且k-分划

和二划分是互相直接的，所以定理2算不得定理1的推论。注：能发现这定理2和

定理1的直接关系主要是2001年《数学年刊》的证明的三个因素：引用定理1、仅

约5行字、不引用其它结果等的直接证明，否则，可能再过半个世纪甚至更久都

难觉察实质。

虽然上面谜案揭开解决了，但到底有没有三划分推广？现在思考这问题只因

Paul Erdős和Daniel Kleitman在2006年出版的论文中仍再提出三划分推广问题，如

此，本文在下面将彻底回答这问题。

下面更具体的定理3的证明也几乎完全照搬2001年在《数学年刊》的几行字
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证明，并进而解决Wolf奖得主Paul Erdős等在半个世纪前提出的推广问题：

定理3：设S是n元集合，S1, S2, …,Sk为S的一个k-分划（即SiSj，ij，
l=1

kSl=S），F**是S的子集系，使得没有A,BF**，满足：存在某个Si有ASi=BSi，

以及至少一个Sj(ji)有ASjBSj或ASjBSj，而对所有Sr(ri,j)有ASrBSr或

ASrBSr，则|F**| Cn
[n/2]。

证明 记S2=t=2
kSt，则S1, S2是S的二划分。断言：对任何A,BF**都不满足上

面定理1的(1)或(2)。
因为若有(1): AS1=BS1和AS2BS2。 
此情况，显然有至少一个Sj(j2)使ASjBSj，和对其余所有Sr(1r1,jk)有

ASrBSr，这和定理2的条件矛盾。

   若有(2): AS1B S1和AS2=BS2。 
此情况，显然有全部ASj=B Sj (j2)，也和定理2的条件矛盾。

即断言正确。由定理1，有|F**| Cn
[n/2]。定理3证毕。

其后，进一步分析定理3：首先，定理3的条件是最好可能的。这是因为，从

上面Paul Erdős和Daniel Kleitman的1970年的论文，以及Gyula Katona的1966年的

论文都说在三划分是不再有二划分时的形式（也就是这2篇论文都肯定在上面定

理3中再多一个“”号换为“”，则子集系结论不成立），所以，定理3是最

好的。另一方面，这上面定理3也是最弱的限制条件推广，可见，k-划分的推广

形式是唯一的。不论如何，仿照上面理由同样可知本文的定理3在实质上仍是二

划分情形，从而解决Paul Erdős和Daniel Kleitman半个世纪前提出的三划分推广问

题。

当然，问题能引出相关的更长久的讨论甚至争议，可能比问题完结、销声匿

迹更有用，这或可更深入地推出更重要的真理，如此，望也能起点抛砖引玉作用。

（附：关于这推广问题值得再次对待，不仅是因 Paul Erdős 和 Daniel Kleitman
在 2006年出版的论文仍再提出，而且也如上面黄国泰的论文“Katona 和 Kleitman
定理的推广”也是科技部发布的“海南科技 60 年”的 4 篇论文之一，并黄主要

凭 此 结 果 而 荣 获 海 南 历 史 上 第 一 项 国 家 自 然 科 学 基 金 项 目 ， 见

www.qzu5.com/e2.htm）。 

致谢: 作者感谢昊文俊教授和严加安教授的关心和帮助（这篇论文的证明完

全套用吴文俊教授和严加安教授审阅评价推荐的本人 2001 年在《数学年刊》的

几行字的证明）
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The generalization problem proposed by Paul Erdős and Daniel 
Kleitman half a century ago

 Kewen Zhao

Inst. Math. Info. Sci., Hainan Tropical Oceanographic University, Sanya 572022, Hainan.

Abstract: Wolf Award winner Paul Erdős et al. in 1970 proposed the problem of three partition 

generalization from a binary partition result. Subsequently, in 1987, Guotai Huang published a 

promotion result in Chinese Ann. Math. that was used about 5 pages to prove. Therefore, the 

author of this article, Kewen Zhao, published a simple proof of Guotai Huang's result in Chinese 

Ann. Math. in 2001, which was only based on three elements: about 5 lines, citing the binary 

partition result, and not citing other results in the proof. This indicates that Guotai Huang's 

generalization and the binary partition result are essentially the same and not a generalization, and 

these three elements are all crucial and may not be clear in essence for half a century or even 

longer. This simple proof has been reviewed and recommended for publication by Professor 

Wenjun Wu and Professor Jia'an Yan. But is there a three partition generalization? due to Paul 

Erdős et al. in the following paper published in 2006, proposed the problem of three partition 

generalization. Therefore, this article now has to prove a more specific result, thus completely 
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ending the three partition generalization problem by Paul Erdős et al.

Keywords: Family of subset of a finite set; Erdős-Kleitman problem; Three partitions 

generalization; K-partitions generalization; The generalization of Katona-Kleitman theorem.
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